1 paskaita ir 2 pratybos. Pirmyksté funkcija ir neapibréZtinis integralas, jo
pagrindinés savybés. Tiesioginis integravimas

1. Pirmykstés funkcijos ir neapibréZztinio integralo savokos

Diferencialinio skai¢iavimo pagrindinis uzdavinys — rasti funkcijos F (x) i§vesting F ’(X) =f(x) arba diferenciala
dF(x) = f(x) dx. Daznai tenka spresti atvirkstinj uzdavinj — ieskoti funkcijos F(x), kai Zinoma $ios funkcijos i$vestiné f (x)
arba diferencialas f(x)dx.

1 apibrézimas. Funkcija F(x) vadinama funkcijos f(x) pirmykste funkcija atkarpoje [a; b], jeigu visuose Sios
atkarpos taskuose x teisinga lygybé

F'(x)=f(x) arba dF(x)=f(x)dx.
Analogiskai apibréziama funkcijos f (x) pirmyksté funkcija begaliniame bei atvirame intervale (a;b).
6
1 pavyzdys. Funkcijos f (x )= x® pirmykstés funkcijos F(x ) intervale —oo;+o0) yra $ios: F(x )= % , F(x)= % +7, F(x)=

6 6
%—3,2 , F(x) :%+C (¢ia C — laisvoji konstanta), nes

6) (6 ) (6 s Y
F'(x):[%J :{%+7] :[%—3,2] :[%+Cj =x’=f(x). A

pirmykstés funkcijos F(x) intervaluose [nk - g; ik + g) (¢iak € Z) yra Sios:

2 pavyzdys. Funkcijos f (x)= 5
COS“ X

F(x)=tgx, F(x)=tgx+m, F(x)=tgx-5, F(x)=tgx+C, nes
’ ’ ’ 1

F/(x)=(tgx) = (tgx + ) =(tgx-5) =(tgx+C) = 7" f(x). A

Vadinasi, jei funkcija f(x) turi viena pirmykste funkcija F(x), tai ji turi jy be galo daug ir jos apiblidinamos formule
F(x)+C. Irodyta, kad i§ formulés F(x )+C, kei¢iant konstantos C reik§mes, gaunamos visos pirmykstés funkcijos.

2 apibreézimas. Jeigu funkcija F(x) yra funkcijos f(x) pirmyksté funkcija, tai reiskinys F(x)+C (¢ia C — konstanta)
vadinamas funkcijos f(x) meapibréitiniu integralu. Jis Zymimas simboliu j f(x)dx . Zenklas f , vadinamas integralo
Zenklu, yra stilizuota raidé ,,s” ir kiles i§ lotyniSko Zodzio summa pirmosios raidés.

Funkcija f (x) vadinama pointegraline funkcija, f (xX)dx — pointegraliniu reiskiniu, X — integravimo kintamuoju.

Vadinasi, [ f(x)dx=F(x)+C , C=const , kai F(x)=f(x) .

Veiksmas, kuriuo randama duotosios funkcijos pirmyks§té funkcija, vadinamas integravimu. Jis yra atvirkstinis

diferencijavimui.

Geometri$kai neapibréztinis integralas reiSkia Seima kreiviy y=F(x) +C, kuriy kiekviena gaunama lygiagrediai
pastumiant funkcijos y=F(x) grafika asies Oy kryptimi j vir§y ar j apacig. 3 paveiksle
pavaizduotos kelios j2xdx ==x*C Seimos kreives.

y=x"+3
Ar kiekviena funkcija, apibrézta kuriame nors intervale, turi pirmykste?
y=x'+2 Pasirodo, kad bendruoju atveju tenka atsakyti neigiamai. Taciau, kai funkcija f(x) yra
y=x* tolydi atkarpoje [a; b], tai jos pirmyksté funkcija (kartu ir neapibréZtinis integralas) egzistuoja
visada.
f y=x-3 Suformuluosime pagrindines neapibréztinio integralo savybes:
X 1) (] (x)ax) = f();
3 2) d(] f(x)dx)= f (dx;

3) [dF(x)=F(x)+C.



4) [(of (x)+Ba(x))dx = af f(x)dx + B[ g(x)dx , o, p—const.

Paskutinioji savybé vadinama neapibréztinio integralo tiesiSkumo savybe.

2. NeapibréZztiniy integraly lentelé
Jeigu F'(x)=f(x), tai

[ f(x)dx =F(x)+C,

todél, zinodami elementariyjy funkcijy iSvestines, galime sudaryti neapibréztiniy integraly lentelg.
1. [dx=x+C.

2. [x%dx =
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. [e¥dx=e"+C.
) jsinxdx:—cosx+C.

. Jcos xdx =sin x +C.

]

dx

COS2 X

dx
sin? x

=tg x+C.

=— ctg x+C.

7 =arctg x+C =— arcctg x+C.
1+x

de 2=£arctg£+c.
a“+x° a a

=arcsin x+C =— arccos x+C.
1-x°
X
=arcsin —+C..
a2 _x2 a
tgxdx =—1In |cos x| +C.

ctgxdx =In |sinx|+C.

=Inx+vx%+a?|+C.

[ +C (a=-1), jﬂzzx/hc.



11 ir 13 — 19 formuliy pirmyks¢iy funkcijy néra isvestiniy lenteléje. Siy formuliy teisingumu galétume jsitikinti,
iSdiferencijave desinése jy pusése esancius reiskinius. Visais atvejais gautume atitinkamas pointegralines funkcijas.
Paaiskinsime 3 formulg. Zinome, kad

Inx, kai x>0,
In|x|= .
In(-x), kai x <0,
todél
, l kai x>0,
(1nfx) =1 X
—X-(—l), kai x <O0.

Taigi abiem atvejais nepriklausomai nuo x zenklo

(inx) == |

X

vadinasi, Id—x =In|x|+C .
X

1 pavyzdys. j(3x2 —2sinx+ 6\/;)1x = Iszdx—jzsin xdx + IG\/;dx =

3
2 . : X3 XE
:3fx dx— 2[sin xdx+6[x2dx:3-—+2 CoSX+6-— +C=
3 3

2

=x3+2 cos X+ 4x/X +C. A

2 2
2 pavyzdys. [tg?xdx = szxdxz-‘-lc#dxz
cos? x cos? x

=J.( 12 —1]dx:J‘ d); —[dx=tgx—x+C . A
oS < X COS“ X

3. Tiesioginio integravimo metodas

Sis metodas pagristas integravimo formuliy invariantiskumu, reiskianéiu, jog pagrindiniy integraly formulés visada yra
teisingos; ir nesvarbu, ar integravimo kintamasis yra nepriklausomas, ar bet kuri diferencijuojama to kintamojo funkcija.
Pavyzdziui,

u(x+1
juo‘du:thl +C  (az-1), @)
du—u:In|u|+C. )

1 pavyzdys. j(3x +5)2%%dy . Kadangi d(3x+5)=3 dx,, tai dx= % d(3x+5) ir I(3x +5)2000y = =

2010
%I(SX + 5)2010 d(3x+5) = %% +C (pritaikéme (1) formulg). A

Apskritai visada galima dx pakeisti %d (ax+b), nes d (ax+b)=adx ir dx=§ d(ax+b),a=0.



1
2 pavyzdys. J.x24 x3 +4dx = j xz(x3 + 4)de . Kadangi d(x3 + 4)=
5

4
=3xCdx, tai xdx == d(x +4) . Tuometj KU + 4dx:%“.(x +4Td(x +4)— —%M (x S +4

4
+C (pritaikéme (1) formule). A

3 pavyzdys. [sin(2x—3)dx = %j‘sin(Zx -3)(2x-3) :—% cos(2x—3)+C. A

3x2 —5x+7 3x2 —5x+7

5 pavyzdys. J'tgxdx = J.Zlﬂ dx=- I% =—In|cos x|+C (pritaikéme (2) formule). Gavome integraly lentelés

0S X
14 formule. A

2
4 pavyzdys. I (6x—5)x _ j e ‘5”7): In‘SXZ —5x+7‘ +C (pritaikéme (2) formulg). A



